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Théoréme de Fourier-Plancherel

Théoréme 1 (Fourier-Plancherel).
(i) Soit f € L'(R?) N L2(RY), alors f € L2(RY) et HfH2 = £l

(ii) La transformée de Fourier définie sur L' N L? se prolonge en une unique application F sur L?, propor-
tionnelle a une isométrie, appelé transformée de Fourier-Plancherel.

Démonstration.
(i) Soit f € LY(R%) N L2(R%). On note f : a — f(—x) et g = f = f.
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ou, f_, est la translatée de f. Ainsi, g est uniformément continue et g(0) = Hf||§ De plus :
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Comme f et f sont dans L', alors |||, = Hf*f”l < |\ flly H]ZH1 i

On a également ||g|| ., = Hf * fH < | flly ’ fll = ||f||§ par l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Pour n € N* et t € R, on pose ¢, (t) = e~ Ona alors, pour v € R :
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Donc, par Fubini, on a :
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Soit € > 0. Par uniforme continuité de g, il existe n > 0 tel que pour tout z € R, |z| < 7 implique
lg(z) — g(0)] < ¢, alors :

On obtient alors :
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Il existe donc un rang a partir duquel |(p, * g)(0) — g(0)] < 2e. Ainsi lim (¢, * g)(0) = g(0).
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Par convergence monotone, comme 0 < ¢, (t) ‘f‘ < Gpy1(t) ‘f

lim (n % ¢)(0) = lim —/qbn ’f‘ dt= — | lim ¢n(t)’f‘2dt:%/R'f‘2dt:% Hsz
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Finalement, on a f € L2(R%), et

I1£]15 = g(0) = Jim (¢, % 9)(0) =
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(ii) On désigne par Y I'espace de toutes les transformées de Fourier des fonctions de L'(R?) N L?(R9).
On vient de démontrer que Y C L?(R?). Montrons que Y est dense dans L?, autrement dit que Y+ = {0}.
Pour tout réel a, et tout n € N*, les fonctions = + 2me’*®¢,(x) sont dans L'(RY) N L?(R?), et leurs
transformée de Fourier sont les fonctions ¢ — ¢, (o — t) qui sont dans Y.
Soit w € L?(R%). On suppose w € Y, alors, pour tout réel a, on a :

(om *w)(a) = / ol — tyw(t)dt = 0
R
On en déduit alors que w = 0 et ainsi Y est dense dans L?(R?).

On note @ : f — f On a démontré jusqu’ici que ® est une application d’un sous-espace dense de L?(R?),
en fait L'(R%) N L?(R?) sur un autre, en fait Y. On en déduit que ® peut se prolonger en une application
® de L?(R?) dans lui-méme.

O

Conclusion. La transformée de Fourier peut étre étendue de L'(R?) & L2(R?). <«
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